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Re´sume´ : Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur un corps de nombres K, le nombre de points de
torsion de´finis sur une extension finie L est borne´ polynomialement en terme du degre´ [L : K]. Nous
formulons une question suge´rant l’exposant optimal dans cette borne en terme de la dimension du
groupe de Mumford-Tate des sous-varie´te´s abe´liennes de A ; nous e´tudions le comportement par
produit et re´pondons par l’affirmative a` la question dans le cas d’un produit de courbes elliptiques.
Abstract : Let A be an abelian variety defined over a number field K, the number of torsion
points rational over a finite extension L is bounded polynomially in terms of the degree [L : K]. We
formulate a question suggesting the optimal exponent for this bound in terms of the dimension of
the Mumford-Tate groups of the abelian subvarieties of A ; we study the behaviour under product
and then give a positive answer to our question when A is the product of elliptic curves.
1 Introduction et re´sultats
Soit A/Q une varie´te´ abe´lienne, de´finie sur un corps de nombres K, de dimension g ≥ 1.
Le classique the´ore`me de Mordell-Weil assure que le groupe A(K) des points K-rationnels de
A est de type fini. Un proble`me naturel qui se pose alors est de comprendre le sous-groupe de
torsion A(K)tors. Un premier proble`me consiste en fait a` essayer de bien appre´hender le cardinal
de A(K)tors lorsque A et/ou K varient. Comme dans l’article [18] auquel ce papier fait suite, nous
nous inte´ressons ici au cas ou` l’on fixe une varie´te´ abe´lienne A de´finie sur un corps de nombres K0
et ou` l’on fait varier K parmi les extensions finies de K0 ; l’objectif e´tant cette fois-ci d’obtenir
une borne avec une de´pendance explicite et, si possible, optimale en le degre´ [K : K0] ou, ce qui
revient au meˆme, en le degre´ [K : Q]. Concernant cette question, Masser [7] et [8] a montre´ dans
le cas ge´ne´ral que la de´pendance est polynomiale en [K : Q] ; plus pre´cise´ment il montre l’e´nonce´
suivant.
The´ore`me 1.1 (Masser [7]) Soit A une varie´te´ abe´lienne de dimension g, de´finie sur un corps
de nombres K0, il existe une constante cA telle que, pour toute extension finie K de K0 on a :
|A(K)tors| ≤ cA[K : Q]g(log[K : Q])g.
Masser indique d’ailleurs que l’exposant g n’est probablement pas le meilleur possible (sauf pour
le cas d’une puissance d’une courbe elliptique a` multiplication complexe). La question naturelle
qui se pose est alors de savoir quel est le plus petit exposant γ(A) possible dans cette borne
polynomiale. Dans [18], le second auteur a donne´ une re´ponse a` cette question dans le cas des
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varie´te´s abe´liennes CM sans facteur carre´ (i.e. de la forme
∏
Ai, les Ai/Q e´tant de type CM, deux
a` deux non-isoge`nes).
De´finition 1.2 Soit A/Q une varie´te´ abe´lienne de´finie sur un corps de nombres K0. On pose
γ(A) = inf {x > 0 | ∀F/K0 finie, |A(F )tors| ≪ [F : K0]x} .
La notation ≪ signifie qu’il existe une constante C, ne de´pendant que de A/K0, telle que l’on a
|A(F )tors| ≤ C[F : K0]x. On voit facilement que l’invariant de´fini ci-dessus est inde´pendant du
corps de de´finition K0 choisi et ne de´pend en fait que de la classe d’isoge´nie de la varie´te´ abe´lienne
A.
Introduisons par ailleurs un autre invariant, de´fini en terme de la dimension du groupe de Mumford-
Tate d’une varie´te´ abe´lienne (la de´finition de ce groupe est rappele´e au paragraphe 2).
Soit A/Q une varie´te´ abe´lienne isoge`ne au produit
∏n
i=1A
ni
i ou` les Ai sont des varie´te´s abe´liennes
simples deux a` deux non-isoge`nes et ou` les ni sont des entiers strictement positifs.
De´finition 1.3 On de´finit l’invariant α(A) par
α(A) = max
∅6=I⊂{1,...,n}
2
∑
i∈I ni dimAi
dimMT
(∏
i∈I Ai
) .
Question 1.4 Soit A/K est une varie´te´ abe´lienne sur un corps de nombres. A-t-on α(A) = γ(A) ?
On remarquera (cf. la proposition 2.11 plus bas) que, sauf dans le cas d’une puissance d’une courbe
elliptique a` multiplication complexe (i.e. A = An1 avec dimA1 = 1 et dimMT(A) = dimMT(A1) =
2), l’invariant α(A) est strictement plus petit que dimA.
L’objet de la suite de cet article est de donner une re´ponse affirmative a` la question 1.4 ci-dessus
si A est un produit de courbes elliptiques. Commenc¸ons par faire une simple remarque (dont la
preuve est donne´e au paragraphe 3).
Proposition 1.5 Si A/Q est une varie´te´ abe´lienne quelconque, l’ine´galite´ γ(A) ≥ α(A) est vraie.
Ceci e´tant nous pouvons e´noncer notre re´sultat principal :
The´ore`me 1.6 Si A =
∏m
i=1Ei est un produit de courbes elliptiques sur Q, isoge`nes ou non,
alors
γ(A) = α(A).
De plus, si les Ei sont deux a` deux non-isoge`nes, ce nombre vaut 2m/(1 + 3m) si toutes les Ei
sont sans multiplication complexe et 2r/(1 + r) si E1, . . . , Er sont a` multiplication complexe et
Er+1, . . . , Em sont sans multiplication complexe.
Notons que dans le cas d’un produit de courbes elliptiques sans facteur carre´ (i.e. A isoge`ne a` un
produit
∏m
i=1 Ei, les Ei e´tant deux a` deux non-isoge`nes) ce the´ore`me nous donne notamment la
majoration
γ(A) ≤
{
2
3 si A est sans CM
2 sinon,
alors que le re´sultat de Masser donnait simplement γ(A) ≤ dimA.
Avant de de´montrer le the´ore`me 1.6, nous faisons un certain nombre de remarques et pre´liminaires
que nous formulons dans le contexte ge´ne´ral des varie´te´s abe´liennes lorsque cela est possible. La
partie 2 est consacre´e a` divers rappels et re´sultats concernant le groupe de Mumford-Tate et la
conjecture de Mumford-Tate. Le paragraphe 4 explique quelques re´ductions du proble`me : on y
montre notamment que, si A =
∏r
i=1 A
ni
i , il suffit d’obtenir, pour H sous-groupe fini produit de
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A[ℓ∞], une borne du cardinal deH en fonction du degre´ de l’extension [K(H) : K]. Les paragraphes
5 et 6 sont consacre´s a` des arguments galoisiens permettant d’entamer le de´vissage du calcul de
γ(A), avec A =
∏r
i=1A
ni
i . Nous indiquons une me´thode permettant, sous certaines hypothe`ses sur
A, de ramener le proble`me a` une combinatoire ne faisant intervenir que la valeur des γ(Ai) pour
les facteurs simples Ai de A. Jusqu’au paragraphe 6 compris, les arguments sont valables dans
le cadre ge´ne´ral d’un produit de varie´te´s abe´liennes. Au paragraphe 7, nous expliquons comment
achever le calcul de γ(A) pour un produit de courbes elliptiques, utilisant la technique de´veloppe´e
dans les paragraphes pre´ce´dents, ainsi que les re´sultats de´ja` connus pour les courbes elliptiques.
2 Rappels sur les groupes et la conjecture de Mumford-Tate
Fixons de´sormais un corps de nombres K et un plongement K ⊂ C et notons K une cloˆture
alge´brique de K dans C. Soit A/K une varie´te´ abe´lienne. On note V = H1(A(C),Q) le premier
groupe de cohomologie singulie`re de la varie´te´ analytique complexe A(C). C’est un Q-espace vec-
toriel de dimension 2g. Il est naturellement muni d’une structure de Hodge de type {(1, 0), (0, 1)},
c’est-a`-dire d’une de´composition sur C de VC := V ⊗Q C donne´e par VC = V 1,0 ⊕ V 0,1 telle que
V 0,1 = V 1,0 ou` · de´signe la conjugaison complexe. On note µ : Gm,C → GLVC le cocaracte`re tel
que pour tout z ∈ C×, µ(z) agit par multiplication par z sur V 1,0 et agit trivialement sur V 0,1.
On de´finit le groupe de Mumford-Tate en suivant [16].
De´finition 2.1 Le groupe de Mumford-Tate MT(A)/Q de A est le plus petit Q-sous-groupe
alge´brique G de GLV (vu comme Q-sche´ma en groupes) tel que, apre`s extension des scalaires a`
C, le cocaracte`re µ se factorise a` travers GC := G×Q C.
Concernant les groupes de Mumford-Tate MT(A) l’e´nonce´ suivant est bien connu mais nous
n’avons pas trouve´ de re´fe´rence.
Lemme 2.2 Soit
∏r
i=1 A
ni
i /K une varie´te´ abe´lienne sur un corps de nombres K plonge´ dans C.
On a
MT
(
r∏
i=1
Anii
)
≃MT
(
r∏
i=1
Ai
)
.
De´monstration : Remarquons par la formule de Ku¨nneth, que
H1
(
r∏
i=1
Anii (C),Q
)
≃
r⊕
i=1
H1 (Ai(C),Q)
⊕ni .
Posons Vi = H
1(Ai(C),Q). Vu la de´finition du groupe de Mumford-Tate, on voit que l’on ob-
tient le re´sultat en plongeant diagonalement GLVi dans GLV ⊕ni
i
et GL
V
⊕ni
i
dans GLV avec
V =
⊕r
i=1 V
⊕ni
i . 
Nous rappelons e´galement un re´sultat concernant le lien entre groupe de Mumford-Tate du produit
et produit des groupes de Mumford-Tate, dans le cas des courbes elliptiques. Pre´cise´ment, dans
ce cas, le bon objet n’est pas le groupe de Mumford-Tate, mais le groupe de Hodge :
De´finition 2.3 Le groupe de Hodge d’une varie´te´ abe´lienne A, de´finie sur un corps de nombres
K plonge´ dans C, est note´ Hdg(A) et est de´fini par la formule
Hdg(A) = MT(A) ∩ SLV ou` V = H1(A(C),Q).
Les groupes de Mumford-Tate et de Hodge sont relie´s par MT(A) = Gm · Hdg(A) ou` · de´note le
produit presque direct (i.e. le morphisme, donne´ par le produit, du produit direct Gm × Hdg(A)
vers MT(A) est une isoge´nie).
3
Lemme 2.4 (Imai [5]) Soit A =
∏r
i=1 Ei un produit de courbes elliptiques deux a` deux non-
isoge`nes, de´finies sur un corps de nombres K plonge´ dans C. On a
Hdg(A) ≃
r∏
i=1
Hdg(Ei).
Rappelons maintenant la ce´le`bre conjecture de Mumford-Tate. Notons A/K une varie´te´ abe´lienne
quelconque de dimension g ≥ 1, de´finie sur un corps de nombres K que l’on suppose plonge´ dans
C. Notons e´galement MT(A) le groupe de Mumford-Tate correspondant.
De´finition 2.5 Notons Tℓ(A) le module de Tate et Vℓ := Tℓ(A) ⊗Zℓ Qℓ. Soit ℓ un premier et
ρℓ : Gal(K/K) → Aut(Tℓ(A)) ⊂ GL(Vℓ) la repre´sentation ℓ-adique associe´e a` l’action de Galois
sur les points de ℓ∞-torsion de A. On de´finit Gℓ (que l’on notera aussi e´ventuellement Gℓ,A si
besoin est) comme e´tant l’adhe´rence de Zariski de l’image Gℓ de ρℓ dans le groupe alge´brique
GLVℓ ≃ GL2g,Qℓ . C’est un groupe alge´brique sur Ql dont on notera Gℓ
0
la composante neutre
(composante connexe de l’identite´).
Les the´ore`mes de comparaison entre cohomologie e´tale et cohomologie classique (cf. [28] XI) d’une
part, et la comparaison entre le premier groupe de cohomologie e´tale et le module de Tate (cf. [9]
15.1 (a)) d’autre part donnent pour tout premier ℓ l’isomorphisme canonique :
Vℓ = Tℓ(A)⊗Zℓ Qℓ ≃ V ⊗Q Qℓ.
Nous fixons une fois pour toute dans la suite un tel isomorphisme. Ceci permet de comparer
MT(A)×Q Qℓ et Gℓ0. Dans le papier [12] (en partie e´crit avec Tate comme l’indique Mumford en
introduction), se trouve formule´e la ce´le`bre conjecture :
Conjecture 2.1 (Mumford-Tate) Pour tout ℓ premier, on a Gℓ
0
= MT(A)×Q Qℓ.
De´finition 2.6 Notons ρ : MT(A) →֒ GLV la repre´sentation naturelle du groupe de Mumford-
Tate.
Un certain nombre de cas particuliers, ainsi que de re´sultats en direction de la conjecture pre´ce´dente
sont connus. Nous renvoyons a` la re´fe´rence [16] pour une discussion de´taille´e de ces re´sultats. Disons
simplement ici que, suite aux travaux de Serre, cette conjecture est un the´ore`me pour les produits
de courbes elliptiques (cf. the´ore`me 2.10 ci-dessous). De manie`re ge´ne´rale on sait par les travaux
de Borovo˘ı [2], Deligne [3] Exp I, 2.9, 2.11, et Pjatecki˘ı-Sˇapiro [17] qu’une inclusion est toujours
vraie :
The´ore`me 2.7 ( Borovo˘ı, Deligne, Pjatecki˘ı-Sˇapiro) Pour tout ℓ premier, Gℓ
0 ⊂MT(A)×Q
Qℓ.
Par ailleurs, on a le re´sultat suivant, duˆ a` Serre [25] 2.2.3. (cf. e´galement [27]), dans le cas ge´ne´ral.
The´ore`me 2.8 (Serre) L’application
ε : Gal(K/K) −→ Gℓ(Qℓ) −→ Gℓ(Qℓ)/Gℓ0(Qℓ)
est continue surjective, de noyau inde´pendant de ℓ pour tout premier ℓ.
Ainsi, le noyau de ε est un sous-groupe d’indice fini de Gal(K/K) donc il existe une extension
finie K ′/K telle que Gal(K ′/K ′) ⊂ ker ε. Dit autrement, les deux the´ore`mes pre´ce´dents donnent
le lien entre la repre´sentation ρ et les repre´sentations ℓ-adiques ρℓ pour tout premier ℓ : quitte
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a` remplacer au de´part K par une extension K ′ finie ne de´pendant que de A (ce que nous ferons
dans la suite), on a, pour tout premier ℓ, la factorisation
ρℓ : Gal(K/K)→ MT(A)(Zℓ) ρ→ GLV (Zℓ) ≃ GL(Tℓ(A)).
Ainsi, dans ce contexte la conjecture de Mumford-Tate se traduit en disant que le sous-groupe
Gℓ est d’indice fini dans MT(A)(Zℓ). Dans [22] conjecture C.3.7.a) (ce qui est note´ Hdg(Zℓ) dans
cette re´fe´rence est ce que nous notons ici MT(A)(Zℓ)), Serre a formule´ une version encore plus
optimiste :
Conjecture 2.2 (Mumford-Tate, version forte) Pour tout ℓ premier, on a Gℓ ⊂ MT(A)(Zℓ),
et de plus cette inclusion est d’indice fini, borne´ inde´pendamment de ℓ.
Cette version forte de la conjecture de Mumford-Tate est de´montre´e dans un certain nombre de
cas, notamment dans le cas des courbes elliptiques :
The´ore`me 2.9 (Serre) Soit E/K une courbe elliptique. Pour tout ℓ premier on a
Gℓ = Im(ρℓ) ⊂MT(E)(Zℓ),
cette inclusion e´tant de conoyau fini, borne´ inde´pendamment de ℓ. Si E est sans multiplication
complexe, l’inclusion est meˆme une e´galite´ pour tout ℓ assez grand (de´pendant de E).
De´monstration : Dans le cas des courbes elliptiques de type CM cela de´coule du the´ore`me 1 p.II-26
de [24]. Dans le cas des courbes elliptiques sans multiplication complexe il s’agit du the´ore`me 3 p.
299 de [21]. 
Mieux, Serre donne dans [21] une preuve de cette conjecture forte pour un produit de deux courbes
elliptiques non-isoge`nes, Ribet [19] l’en de´duit pour un produit de courbes elliptiques deux a` deux
non-isoge`nes sans multiplication complexe, et, dans une lettre a` Masser (cf. [23]), Serre donne une
preuve pour un produit de courbes elliptiques deux a` deux non-isoge`nes a` multiplication complexe.
Il est alors essentiellement formel d’en de´duire le re´sultat pour un produit de courbes elliptiques :
The´ore`me 2.10 Soient g ≥ 1 et E1, . . . , Eg/K des courbes elliptiques. Posons A =
∏g
i=1 Ei.
Pour tout ℓ premier on a
Gℓ,A = Im(ρℓ) ⊂ MT(A)(Zℓ),
cette inclusion e´tant de conoyau fini, borne´ inde´pendamment de ℓ.
De´monstration : Notons tout d’abord qu’il suffit de prouver le re´sultat dans le cas ou` les Ei sont
deux a` deux non-isoge`nes, le cas ge´ne´ral d’un produit
∏g
i=1 E
ni
i en de´coule, car par le lemme
2.2 le groupe MT(
∏g
i=1 E
ni
i ) = MT(
∏g
i=1 Ei) via le plongement diagonal des GLVi dans GLV ⊕ni
i
(notations du lemme 2.2) et il en est de meˆme pour l’image des repre´sentations ℓ-adiques ρℓ. Si
toutes les Ei sont a` multiplications complexes, le re´sultat est prouve´ par Serre dans [23]. Si au
contraire aucune Ei n’a de multiplication complexe, le re´sultat est le the´ore`me 6 de Serre [21]
si g = 2, ce re´sultat e´tant e´tendu a` g quelconque par Ribet [19] Theorem 3.5. Il reste donc a`
traiter le cas ou` au moins l’une des Ei est a` multiplications complexes, sans que toutes le soit. La`
encore le cas g = 2 est prouve´ dans [21] : il s’agit du the´ore`me 7. La preuve donne´e dans [21] pour
g = 2 relie´e a` l’argument de Ribet permettent la` encore d’e´tendre le re´sultat au cas g quelconque :
E´crivons le produit
∏g
i=1Ei sous la forme B × C ou` B =
∏r
i=1Bi est un produit non-vide de
courbes elliptiques sans multiplications complexes, et ou` C est un produit non-vide de courbes
elliptiques ayant des multiplications complexes. Par la conjecture de Mumford-Tate forte pour B
et C, valable par ce qui pre´ce`de, on sait que l’on a
Hdg(B)(Zℓ) ∼= Gal (K(B[ℓ∞])/K(µℓ∞)) et de meˆme pour C,
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ou` ∼= signifie, a` indice fini borne´ inde´pendamment de ℓ pre`s. Le groupe de Hodge d’un produit de
courbes elliptiques e´tant isomorphe au produit des groupes de Hodge, on a ainsi
Hdg(A)(Zℓ) ∼= Gal (K(B[ℓ∞])/K(µℓ∞))×Gal (K(C[ℓ∞])/K(µℓ∞)) .
Il nous suffit donc de prouver que les extensions K(B[ℓ∞]) et K(C[ℓ∞]) sont presque line´airement
disjointes au dessus de K(µℓ∞), i.e., montrer que l’extension KB,C := K(B[ℓ
∞]) ∩K(B[ℓ∞]) est
finie sur K(µℓ∞), de degre´ borne´ inde´pendamment de ℓ. Nous suivons pour cela la preuve du
the´ore`me 6 de [21] : l’extension KB,C est abe´lienne sur K(µℓ∞) car C est une varie´te´ abe´lienne de
type CM. Notons Kcycl l’extension de K engendre´e par les K(µℓ∞) lorsque ℓ varie et, pour toute
varie´te´ abe´lienne X/K, notons K(X∞) l’extension de K engendre´e par tous les points de torsion
de X(K).
Nous voulons montrer que Gal(K(B∞)/K
cycl) contient Gal(K(B∞)/KB,C) comme sous-groupe
ouvert. Or a un indice fini pre`s, on sait que
Gal(K(B∞)/K
cycl) =
∏
ℓ
r∏
i=1
Hdg(Bi)(Zℓ) ∼=
∏
ℓ
r∏
i=1
SL2(Zℓ).
Comme indique´ en remarque 3. du lemme 3.4 de [19], chacun des groupes
∏
ℓ SL2(Zℓ) satisfait la
proprie´te´ de commutateurs exige´e pour l’application du lemme 3.4 de Ribet [19] : pour tout sous
groupe ouvert U de
∏
ℓ SL2(Zℓ), l’adhe´rence du sous-groupe des commutateurs de U est ouverte
dans
∏
ℓ SL2(Zℓ). Pour pouvoir appliquer le lemme 3.4 de [19] (et ainsi conclure la preuve), nous
reste donc a` ve´rifier que la projection de ρℓ (Gal(K(B∞)/KB,C)) sur chacun des double facteur∏
ℓ(SL2× SL2)(Zℓ) est ouverte. La` encore on suit l’argument de Serre : SL2× SL2 admet sl2× sl2
comme alge`bre de Lie. Cette dernie`re est e´gale a` son alge`bre de Lie de´rive´e, donc la remarque 2
suivant le lemme 3.4 de [19] nous assure que
∏
ℓ(SL2×SL2)(Zℓ) ve´rifie la proprie´te´ de commutateurs
rappele´e ci-dessus. On l’applique alors avec comme groupe U , l’image de Gal(K(B∞)/K
cycl) dans∏
ℓ(SL2 × SL2)(Zℓ), image qui est ouverte par le the´ore`me 6’ de [21]. Ceci permet d’appliquer le
lemme 3.4 de [19] et donc de conclure. 
Nous rappelons enfin, un fait indique´ dans l’introduction, sans doute bien connu des experts, mais
que nous n’avons pas trouve´ dans la litte´rature.
Proposition 2.11 Soit A une varie´te´ abe´lienne sur Q. Le groupe de Mumford-Tate MT(A) est de
dimension 2 si et seulement si A est isoge`ne a` une puissance d’une courbe elliptique a` multiplication
complexe.
De´monstration : Dire que le groupe de Mumford-Tate de A est de dimension 2 e´quivaut a` dire que
son groupe de Hodge, Hdg(A) est de dimension 1. Or tout groupe alge´brique connexe de dimension
1 sur Q est commutatif. Ceci entraˆıne (cf. par exemple [11] paragraphe 2, seconde proposition)
que A est une varie´te´ abe´lienne de type CM (il s’agit meˆme d’une proprie´te´ e´quivalente). Or si A
est simple de type CM, on peut utiliser la borne de Ribet ([20]) :
dimHdg(A) ≥ 1 + log2(dimA).
Donc si A est simple, dimHdg(A) = 1 implique que A est une courbe elliptique de type CM. Si A
est isoge`ne a` un produit
∏n
i=1 A
ni
i avec les Ai deux a` deux non-isoge`nes, alors pour tout i,
Hdg(A) = Hdg(A1 × . . .×An)։ Hdg(Ai).
Ceci entraˆıne que si dimHdg(A) = 1 alors les Ai sont de dimension 1, donc, en appliquant par
exemple le lemme 2.4 pre´ce´dent, on voit que Hdg(A) =
∏n
i=1 Hdg(Ai) et donc que ne´cessairement
n = 1. Finalement, A = An11 avec A1 simple de type CM et de dimension 1. Ainsi A est bien une
puissance d’une courbe elliptique a` multiplication complexe. La re´ciproque est claire. 
Concluons ce paragraphe en indiquant des hypothe`ses garantissant que le groupe de Hodge d’un
produit se de´compose en le produit des groupes de Hodge. Notons que l’on a toujours Hdg(A1 ×
6
· · · ×An) ⊂ Hdg(A1)× · · · ×Hdg(An) mais que l’e´galite´ n’est pas toujours vraie (cf. par exemple
[10] paragraphes 3 et 5.3). Rappelons pour cela la notion de dimension relative :
De´finition 2.12 Soit A/C une varie´te´ abe´lienne simple. Notons D = End(A) ⊗Q et E le centre
de D. La dimension relative de A, note´e dimrel(A), est par de´finition l’entier donne´ par
dimrel(A) :=

dimA
[E:Q] si A est de type I au sens de la classification d’Albert
dimA
2[E:Q] si A est de type II ou III
2 dimA√
[D:E][E:Q]
si A est de type IV.
The´ore`me 2.13 (Ichikawa [4]) Soit A/C une varie´te´ abe´lienne dont les sous-varie´te´s abe´liennes
simples sont toutes de dimension relative impaire. Soient B et C deux varie´te´s abe´liennes telles
que A est isoge`ne a` B×C et telles que B (respectivement C) est de type I, II ou III (respectivement
IV) au sens de la classification d’Albert. Alors
Hdg(A) = Hdg(B)×Hdg(C).
De plus, avec les notations pre´ce´dentes, si B est isoge`ne au produit
∏r
i=1 B
ni
i , les Bi e´tant deux
a` deux non-isoge`nes, alors
Hdg(B) =
r∏
i=1
Hdg(Bi).
3 Preuve de la proposition 1.5
Soient I un ensemble non-vide de {1, . . . , n} et F/K0 une extension finie. Notons AI :=
∏
i∈I A
ni
i .
Pour tout ε > 0, on a
|(AI) (F )tors| ≤
∣∣∣∣∣
(
n∏
i=1
Anii
)
(F )tors
∣∣∣∣∣ = |A(F )tors| ≪ [F : K0]γ(A)+ε.
On en de´duit que, pour tout tel ensemble I, on a γ(A) ≥ γ(AI). Par ailleurs le the´ore`me 1.4 de
[18] assure que
γ(AI) ≥ 2 dimAI
dimMT(AI)
=
2
∑
i∈I ni dimAi
dimMT(AI)
.
Or sur la de´finition du groupe de Mumford-Tate (voir le lemme 2.2), on voit que
MT(AI) = MT
(∏
i∈I
Anii
)
≃MT
(∏
i∈I
Ai
)
.
On de´duit donc l’ine´galite´ voulue. 
Remarque 3.1 Le meˆme argument (loc. cit.) indique en fait que, pour toute varie´te´ abe´lienne
A/K, on a en fait γ(A) ≥ 2 dimAdℓ , ou` dℓ := dimGℓ. On voit ainsi que si la conjecture de Mumford-
Tate est fausse pour A et ℓ, la re´ponse a` la question 1.4 sera ne´gative.
Notons que ce re´sultat est de´ja` suffisant pour montrer que la question na¨ıve que l’on aurait pu
poser, a` savoir “a-t-on γ(A) = 2 dimAdimMT(A) ?” admet une re´ponse ne´gative en ge´ne´ral. En effet,
il suffit pour cela de trouver un exemple de varie´te´ abe´lienne A telle que α(A) est strictement
plus grand que 2 dimAdimMT(A) . La seconde partie de la proposition suivante donne le contre-exemple
recherche´.
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Proposition 3.2 Soient n ≥ 1 un entier et E1, . . . , En/Q des courbes elliptiques deux a` deux
non-isoge`nes. Posons A =
∏n
i=1 Ei. Si toutes les Ei sont a` multiplication complexe, ou si aucune
Ei est a` multiplication complexe, alors
α(A) =
2 dimA
dimMT(A)
=
{
2n
1+3n dans le cas sans multiplication complexe
2n
1+n dans le cas avec multiplication complexe.
Sinon A =
∏r
i=1Ei ×
∏n
i=r+1Ei avec n > r ≥ 1, les Ei, 1 ≤ i ≤ r a` multiplication complexe et
les Ei, r + 1 ≤ i ≤ n sans multiplication complexe. En posant B =
∏r
i=1 Ei, on a
α(A) =
2 dimB
dimMT(B)
=
2r
1 + r
>
2n
1 + r + 3(n− r) =
2 dimA
dimMT(A)
.
De´monstration : C’est un simple calcul, qui repose sur les faits suivants :
1. Si E est une courbe elliptique a` multiplication complexe, alors dimMT(E) = 2 ;
2. si E est une courbe elliptique sans multiplication complexe, alors dimMT(E) = 4 ;
3. si X =
∏m
i=1 Ei est un produit de courbes elliptiques deux a` deux non-isoge`nes, alors
Hdg(X) ≃∏mi=1 Hdg(Ei) d’apre`s le lemme 2.4.
Ces trois points permettent aise´ment de conclure. 
4 Quelques re´ductions
Nous commenc¸ons par deux re´ductions (au cas ℓ-adique et au cas d’un groupe produit) valables
en toute ge´ne´ralite´ pour des varie´te´s abe´liennes quelconques.
4.1 Re´duction au cas ℓ-adique
Soit A/Q une varie´te´ abe´lienne de´finie sur un corps de nombres K.
Proposition 4.1 Soit α > 0. Pour de´montrer que γ(A) ≤ α, il suffit de montrer que : il existe
une constante strictement positive C(A/K) ne de´pendant que de A/K telle que pour tout nombre
premier ℓ, pour tout sous-groupe fini Hℓ de A[ℓ
∞], on a
Card (Hℓ) ≤ C(A/K)[K(Hℓ) : K]α. (1)
De´monstration : Soit L/K une extension finie. Posons
H = A(L)tors et pour tout premier ℓ, Hℓ = A(L)tors [ℓ
∞] .
Nous pouvons appliquer l’hypothe`se de l’e´nonce´ aux groupes Hℓ pour tout premier ℓ :
|Hℓ| ≪ [K(Hℓ) : K]α.
En notant ω(n) le nombre de nombre premiers divisant n, il vient
|A(L)tors| = |H | =
∏
ℓ
|Hℓ| ≤ C(A/K)ω(|A(L)tors|)
∏
ℓ
[K(Hℓ) : K]
α. (2)
Par ailleurs, une estimation classique de ω(n) est la suivante (cf. par exemple [30] p. 85 § 5.3) :
ω(n)≪ lognlog logn . En se souvenant (confer par exemple le the´ore`me 1.1) que |A(L)tors| ≪ [L : K]c,
on en tire
ω(|A(L)tors|)≪ log |A(L)tors|
log log |A(L)tors| ≪
log[L : K]
log log[L : K]
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L’ine´galite´ (2) peut donc se re´e´crire
|A(L)tors| ≤ C
log[L:K]
log log[L:K]
∏
ℓ
[K(Hℓ) : K]
α.
De plus un the´ore`me de Serre (The´ore`me 1 de [26]) assure que les repre´sentations ρℓ : GK →
Aut(Tℓ(A)) sont inde´pendantes (au moins quitte a` eˆtre monte´ au de´part, sur une extension finie
deK ne de´pendant que de A/K, ce que l’on suppose ici). Comme pour tout premier ℓ,Hℓ ⊂ A[ℓ∞],
on en de´duit que
∏
ℓ[K(Hℓ) : K] ≪ [K(H) : K] ≤ [L : K] et enfin que, pour tout ε > 0, on a
bien :
|A(L)tors| ≤ C
log[L:K]
log log[L:K] [K(H) : K]α ≤ [L : K]α+ε.
Ceci conclut. 
4.2 Re´duction au cas produit
Soit A =
∏r
i=1 Ai un produit de varie´te´s abe´liennes quelconques (isoge`nes ou non). Soient ℓ un
nombre premier et H un sous-groupe fini de A[ℓ∞]. Notons H ′ =
∏r
i=1 pri(H) ou` pri : A → Ai
est la projection canonique. Si (P1, . . . , Pr) ∈ H ′ alors chaque Pi est de´fini sur K(H) (car pour
tout i entre 1 et r, il existe Qj, j 6= i tels que (Q1, . . . , Qi−1, Pi, Qi+1, . . . , Qr) ∈ H). Or H ⊂ H ′,
donc K(H) = K(H ′). Ceci permet de se ramener au cas d’un groupe produit : si H ′ ve´rifie
|H ′| ≪ [K(H ′) : K]⋆, il en est de meˆme, avec le meˆme exposant ⋆, pour H . Ainsi dans toute la
suite nous pourrons supposer que H est un sous-groupe produit. Mieux :
Si A =
∏n
i=1 A
ni
i les Ai e´tant deux a` deux non-isoge`nes sur Q, si ℓ est un premier quelconque et
si H =
∏n
i=1(
∏ni
j=1Hi,j) ou` les Hi,j sont des sous-groupes finis de Ai[ℓ
∞] pour tout i et j ; posons
L = K(H), on a alors H ⊂∏ni=1 Ai(L)nitors. De plus l’extension engendre´e sur K par les Ai(L)tors
est incluse dans L = K(H).
Ceci montre que, si A est de la forme
∏n
i=1A
ni
i , on peut supposer dans la suite le groupe H de
A[ℓ∞] de la forme
∏n
i=1H
ni
i , ou` Hi est un sous-groupe fini de Ai[ℓ
∞].
4.3 Une re´duction spe´cifique au cas de type CM
Supposons dans ce paragraphe que la varie´te´ abe´lienne A est de type CM. Soit ℓ un premier et
H ⊂ A[ℓ∞] fini. L’extension K(H)/K est abe´lienne donc galoisienne, de groupe de Galois Gℓ. Si
x ∈ H et σ ∈ Gℓ, alors σ(x) est de´fini sur K(H). Donc le groupe HGℓ := Gℓ ·H engendre´ par les
σ(x) est de´fini sur K(H) et contient H , donc K(H) = K(HGℓ). Ainsi l’ine´galite´
|HGℓ | ≪ [K (HGℓ) : K]⋆
entraˆıne l’ine´galite´
|H | ≪ [K(H) : K]⋆.
Ainsi dans le cas CM nous pourrons toujours supposer que le groupe H est Galoisien.
5 Pre´liminaires galoisiens
Re´sumons ici les arguments galoisiens que nous allons utiliser de manie`re re´pe´te´e.
Lemme 5.1 Soit K/k une extension galoisienne, F/k une extension quelconque, alors KF/F est
galoisienne et la restriction au corps K induit un isomorphisme de Gal(KF/F ) sur Gal(K/F∩K).
De´monstration : Voir Lang, Algebra,[6] [Ch. VIII, §1, Theorem 4] 
Remarquons que, si k = K∩F on obtient [KF : K] = [F : k] et, par conse´quent, [K : F ] = [K : k].
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De´finition 5.2 Nous dirons que les corps k, K1, K2 et L forment un paralle´logramme si L est
le compositum de K1 et K2 et si [L : k] = [K1 : k][K2 : k] (cette dernie`re condition e´quivaut a`
[L : K1] = [K2 : k] ou encore [L : K2] = [K1 : k].
L
}}
}}
}}
}}
AA
AA
AA
AA
K1
AA
AA
AA
AA
K2
}}
}}
}}
}}
k
(3)
On voit aise´ment que si L = K1K2, une condition ne´cessaire pour qu’on ait un paralle´logramme
est que k = K1 ∩K2. Le lemme 5.1 indique que, si l’une des deux extensions K1/k ou K2/k est
galoisienne cette condition est aussi suffisante. On peut comple´ter cette discussion avec le lemme
suivant.
Lemme 5.3 Supposons que k, L1, L2 et L = L1L2 forment un paralle´logramme. Soit k ⊂ K1 ⊂ L1
et k ⊂ K2 ⊂ L2, alors k, K1, K2 et K = K1K2 forment un paralle´logramme.
De´monstration : La situation est re´sume´e dans le diagramme suivant :
L = L1L2
tt
tt
tt
tt
tt
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
L1 L2
K1K2
tt
tt
tt
tt
t
JJ
JJ
JJ
JJ
J
K1
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
J K2
tt
tt
tt
tt
tt
t
k
Le fait que [L : L2] = [L1 : k] (et syme´triquement [L : L1] = [L2 : k]) permet d’e´crire
[L1L2 : K1K2] = [L1L2 : L1K2][L1K2 : K1K2] ≤ [L2 : K2][L1 : K1].
Si l’on pose c := [K1 : k][K2 : k]/[K1K2 : k] (qui est ≥ 1)) on a :
[L1L2 : k] = [L1L2 : K1K2][K1K2 : k] ≤ [L2 : K2][L1 : K1][K1 : k][K2 : k]/c = [L1 : k][L2 : k]/c
On en tire donc c = 1 et la conclusion voulue. 
Remarquons que ce lemme permet de de´finir les paralle´logrammes infinis : les corps k, L1, L2
et le compositum L = L1L2 forment un paralle´logramme (avec Li/k e´ventuellement infinie) si
pour toutes Ki, sous-extensions finies sur k, les extensions k, K1, K2 et K = K1K2 forment un
paralle´logramme.
6 Sous-extensions de K (A [ℓ∞]) /K
6.1 Produit de varie´te´s abe´liennes
Convention. Nous utiliserons dans ce paragraphe la convention suivante : on e´crira [L : K] =
[F : K] au lieu de c−11 [F : k] ≤ [L : K] ≤ c1[F : k] et de meˆme on s’autorisera a` e´crire L = K si
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on a max{[L : L ∩ K], [K : L ∩ K]} ≤ c1. (La constante c1 ne de´pendant e´videmment que de la
varie´te´ abe´lienne A et du corps de base K.)
Soient A1 et A2 deux varie´te´s abe´liennes de´finies sur K. Conside´rons A = A1 × A2 et faisons les
deux hypothe`ses suivantes :
1. Hdg(A) ≃ HdgA1 ×HdgA2.
2. A = A1 ×A2 ve´rifie la conjecture de Mumford-Tate forte (conjecture 2.2).
Remarque 6.1 Notons que les deux conditions pre´ce´dentes, bien que place´es sur le meˆme plan,
n’ont en fait pas du tout le meˆme statut : on s’attend a` ce que la condition 2. soit toujours
ve´rifie´e. Il n’en est pas de meˆme pour la condition 1. dont on sait au contraire qu’elle peut eˆtre
mise en de´faut (comme indique´ au paragraphe 2, cf. par exemple [10] paragraphes 3 et 5.3). Nous
avons indique´ dans la proposition 2.13 du paragraphe 2 certains re´sultats connus concernant cette
condition 1.
Proposition 6.2 Si A = A1 ×A2 ve´rifie les conditions 1. et 2. pre´ce´dentes, alors
Gal(K(A[ℓ∞])/K(µℓ∞)) ∼= Gal(K(A1[ℓ∞])/K(µℓ∞))×Gal(K(A2[ℓ∞])/K(µℓ∞)) (4)
(ou` ∼= signifie isomorphe a` indice fini pre`s).
De´monstration : Imme´diat. 
Conside´rons maintenant un sous-groupe H = H1 ×H2 ⊂ A[ℓ∞], avec H1 et H2 finis. On dispose
du diagramme suivant d’extensions.
K(A[ℓ∞])
oo
oo
oo
oo
oo
o
OO
OO
OO
OO
OO
O
K(A1[ℓ
∞]) K(A2[ℓ
∞])
K(µℓ∞ , H)
oo
oo
oo
oo
oo
o
OO
OO
OO
OO
OO
O
K(µℓ∞ , H1)
OO
OO
OO
OO
OO
O
K(µℓ∞ , H2)
oo
oo
oo
oo
oo
o
K(µℓ∞)
On peut utiliser le meˆme diagramme en un cran fini en remplac¸ant ℓ∞ par ℓN avec N suffisamment
grand pour que H ⊂ A[ℓN ]. La proposition 6.2 peut se traduire en disant que le diagramme ci-
dessus fournit un paralle´logramme infini.
De´finition 6.3 Soit A une varie´te´ abe´lienne sur un corps de nombres K. Nous dirons que A ve´rifie
la proprie´te´ µ si, pour tout premier ℓ et pour tout sous-groupe fini H de A[ℓ∞], il existe un entier
m tel que, a` indice fini borne´ (inde´pendamment de ℓ) pre`s :
K(H) ∩K(µℓ∞) = K(µℓm). (5)
Remarque 6.4 Pour les calculs combinatoires ulte´rieurs ne´cessaires dans le calcul de γ(A) pour
A =
∏r
i=1 A
ni
i , il est de plus important de savoir de´terminer l’exposant m associe´ a` un groupe fini
H donne´.
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Proposition 6.5 Soit A = A1×A2 ve´rifiant la conclusion de la proposition 6.2. Soit H = H1×H2
comme pre´ce´demment. Supposons de plus que A1 et A2 ve´rifient la proprie´te´ µ avec un exposant
mi associe´ au sous-groupe Hi pour i ∈ {1, 2}. Posons K1 = K(H1) ∩K(H2), on a
[K(H) : K1] = [K(H1) : K1][K(H2) : K1]. (6)
Autrement dit K1, K(H1), K(H2) et K(H) forment un paralle´logramme. De plus, si on note
m := max(m1,m2), on a l’e´galite´ :
K(H) ∩K(µℓ∞) = K(µℓm), (7)
autrement dit A ve´rifie la proprie´te´ µ avec l’exposant m associe´ a` H.
De´monstration : Comme nous l’avons dit, on peut traduire la conclusion de la proposition 6.2
(identite´ (4)) en disant que le diagramme ci-dessous est un paralle´logramme (en prenant N assez
grand pour que H ⊂ A[ℓN ]).
K(H,µℓN )
oo
oo
oo
oo
oo
o
OO
OO
OO
OO
OO
O
K(H1, µℓN )
OO
OO
OO
OO
OO
O
K(H2, µℓN )
oo
oo
oo
oo
oo
o
K(µℓN )
Supposons (sans perte de ge´ne´ralite´) que m1 ≤ m2, alors K1 = K(µℓm1 ) ; en effet K(µℓm1 ) est
contenu dans K(H1)∩K(H2) qui doit eˆtre contenu dans K(µℓ∞) et donc dans K(H1)∩K(µℓ∞) =
K(µℓm1 ). De meˆme K(H1, µℓm2 ) ∩K(µℓN ) = K(µℓm2 ). En effet la proprie´te´ µ applique´e aux Hi
se traduit par le fait que le diagramme ci-dessous est un paralle´logramme.
K(Hi, µℓN )
oo
oo
oo
oo
oo
o
MM
MM
MM
MM
MM
K(Hi, µℓN )
OO
OO
OO
OO
OO
O
K(µℓN )
qq
qq
qq
qq
qq
K(µℓmi )
On en tire que le diagramme ci-dessous est un paralle´logramme (car c’est un sous-paralle´logramme
du diagramme pre´ce´dent pour i = 1) :
K(H1, µℓN )
oo
oo
oo
oo
oo
oo
MM
MM
MM
MM
MM
K(H1, µℓm2 )
PP
PP
PP
PP
PP
P
K(µℓN )
qq
qq
qq
qq
qq
K(µℓm2 )
et en particulier K(H1, µℓm2 ) ∩K(µℓN ) = K(µℓm2 ).
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Par conse´quent le diagramme ci-dessous est aussi un paralle´logramme.
K(H,µℓN )
oo
oo
oo
oo
oo
o
OO
OO
OO
OO
OO
O
K(H1, µℓm2 )
OO
OO
OO
OO
OO
O
K(H2, µℓN )
oo
oo
oo
oo
oo
o
K(µℓm2 )
On obtient ainsi un sous-paralle´logramme :
K(H)
pp
pp
pp
pp
pp
p
RRR
RRR
RRR
RRR
RR
K(H1, µℓm2 )
NN
NN
NN
NN
NN
N
K(H2) = K(H2, µℓm2 )
lll
lll
lll
ll
ll
K(µℓm2 )
Comme l’extension K(µℓm2 )/K(µℓm1 ) est galoisienne et comme K(H1)∩K(µℓm2 ) = K(µℓm1 ), on
en tire que le diagramme ci-dessous est un paralle´logramme.
K(H1, µℓm2 )
qq
qq
qq
qq
qq
NN
NN
NN
NN
NN
N
K(H1)
MM
MM
MM
MM
MM
K(µℓm2 )
pp
pp
pp
pp
pp
p
K(µℓm1 )
D’ou` l’on tire le paralle´logramme recherche´ :
K(H)
ss
ss
ss
ss
s
KK
KK
KK
KK
KK
K(H1)
KK
KK
KK
KK
KK
K(H2)
ss
ss
ss
ss
s
K(µℓm1 )
Conside´rons maintenant le diagramme :
K(H,µℓN )
rr
rr
rr
rr
rr
MM
MM
MM
MM
MM
K(H)
LL
LL
LL
LL
LL
K(µℓN )
qq
qq
qq
qq
qq
K(µℓm2 )
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On peut e´crire
[K(H,µℓN ) : K(µℓN )] = [K(H1, µℓN ) : K(µℓN )][K(H2, µℓN ) : K(µℓN )]
= [K(H1) : K1][K(H2) : K2] = [K(H) : K2]
Ainsi le diagramme est un paralle´logramme et la deuxie`me affirmation de la proposition, a` savoir,
K(H) ∩K(µℓ∞) = K(µℓm2 ) en de´coule donc. 
Une induction aise´e permet alors de montrer le the´ore`me suivant :
The´ore`me 6.6 Soient A1, . . . , Ar des varie´te´s abe´liennes de´finies sur K et ve´rifiant la proprie´te´
µ : pour tout i et tout groupe fini Hi ⊂ Ai[ℓ∞], on a
K(Hi) ∩K(µℓ∞) ∼= K(µℓmi ) ;
ainsi que l’identite´ (4) ou` A := A1 × · · · ×Ar :
Gal(K(A[ℓ∞])/K(µℓ∞ ])) ∼=
r∏
i=1
Gal(K(Ai[ℓ
∞])/K(µℓ∞ ]))
Alors si m := maxmi, tout groupe fini H = H1×· · ·×Hr ⊂ A[ℓ∞] on a K(H)∩K(µℓ∞) ∼= K(µℓm)
et
[K(H) : K(µℓm)]≫≪
r∏
i=1
[K(Hi) : K(µℓmi )].
De´monstration : Posons m′ := max{m1, . . . ,mr−1}, de sorte que m = max(m′,mr). Notons
A′1 = A1 × · · · × Ar−1 et A′2 = Ar et enfin H ′1 = H1 ×Hr1 et H ′2 = Hr. Par re´currence, on sait
que K(H ′1) ∩K(µℓ∞) ∼= K(µℓm′ ) et que
[K(H ′1) : K(µℓm′ )]≫≪
r−1∏
i=1
[K(Hi) : K(µℓmi )].
En appliquant la proposition 6.5 a` A = A′1 ×A′2 et aux sous-groupes H ′1, H ′2, on obtient bien que
[K(H ′1 ×H ′2) : K(µℓ∞)] ∼= K(µℓm) et que
[K(H ′1 ×H ′2) : K(µℓm)]≫≪ [K(H ′1) : K(µℓm′ )][K(H ′2) : K(µℓmr )]≫≪
r∏
i=1
[K(Hi) : K(µℓmi )].

Re´e´nonc¸ons la conclusion du the´ore`me sous une forme moins syme´trique mais qui est celle que
nous utiliserons par le suite.
Corollaire 6.7 Avec les notations et hypothe`ses du the´ore`me pre´ce´dent, et en notant quitte a`
re´indexer, mr := max1≤i≤rmi, et on a
[K(H) : K]≫≪
r∏
i=1
[K(Hi) : K]
r−1∏
i=1
[K(µℓmi ) : K]
−1.
6.2 La proprie´te´ µ pour les varie´te´s abe´liennes et H = A[ℓn]
L’existence de l’accouplement de Weil implique que, pour toute varie´te´ abe´lienne A de´finie sur K,
on µN ⊂ K(A[N ]) et en particulier K(µℓm) ⊂ K(A[ℓm]) ∩K(µℓ∞) ; le but de ce paragraphe est
de montrer que l’on a en fait e´galite´, a` indice fini pre`s.
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Proposition 6.8 Soient A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur K , il existe cA telle que :
∀ℓ premier , ∀m ∈ N, [K(A[ℓm]) ∩K(µℓ∞) : K(µℓm)] ≤ cA
De´monstration : Reprenons la repre´sentation galoisienne ρℓ : Gal(K/K) → GL2g(Zℓ) et notons
pour abre´ger G = Gℓ l’image, qui est un sous-groupe ferme´ de GL2g(Zℓ) et meˆme, en tenant
compte d’une polarisation du groupe des similitudes symplectiques GSp2g(Zℓ). Ce dernier groupe
est muni d’un homomorphisme canonique µ : GSp2g → Gm (de´fini par µ(σ)e · e′ = σ(e) · σ(e′)).
On sait que µ ◦ ρℓ est le caracte`re cyclotomique χℓ : Gal(K/K)→ Z×ℓ dont le noyau correspond a`
l’extension K(µℓ∞). Notons C le centre de GL2g, i.e. le sous-groupe des homothe´ties. D’apre`s [1],
le groupe G contient un sous-groupe d’indice fini dans C(Zℓ) et, d’apre`s [26] cet indice est meˆme
borne´ inde´pendamment de ℓ. On a donc
(C(Zℓ) : G ∩ C(Zℓ)) ≤ cA.
Introduisons les trois sous-groupes SLG := G ∩ SL2g(Zℓ), et, pour tout entier m ≥ 1,
Hℓm := Ker
{
µmod ℓm : G −→ (Z/ℓmZ)×
}
.
et
Gℓm := Ker {re´dmod ℓm : G −→ GL2g(Z/ℓmZ)} .
L’extension de K correspondant a` Hℓm est K(µℓm) et celle correspondant a` Gℓm est K(A[ℓ
m]).
L’e´nonce´ de la proposition se traduit alors en l’e´galite´, a` indice fini borne´ inde´pendamment de ℓ
et m :
Hℓm ≃ 〈Gℓm , SLG〉.
Conside´rons l’isoge´nie de groupes alge´briques donne´e par le produit, :
ψ : C × SL2g → GL2g.
D’apre`s le re´sultat de Bogomolov comple´te´ par Serre rappele´ ci-dessus, ψ induit un quasi-isomor-
phisme (noyau et conoyau fini borne´ inde´pendamment de ℓ) entre C(Zℓ)× SLG et G. On trouve
ψ−1(Gℓm) =
{
(λ, h) ∈ Z×ℓ ×G | λh ≡ Id mod ℓm
}
ψ−1(SLG) =
{
(λ, h) ∈ Z×ℓ ×G | λ2g = 1
}
ψ−1(Hℓm) =
{
(λ, h) ∈ Z×ℓ ×G | λ2g ≡ 1 mod ℓm
}
et il est clair que le dernier groupe est e´gal au produit des deux pre´ce´dents, ce qui ache`ve la
de´monstration. 
7 Preuve du the´ore`me 1.6
Soit A =
∏n
i=1 E
ni
i un produit de courbes elliptiques sur Q deux a` deux non-isoge`nes. Nous allons
prouver le the´ore`me 1.6 annonce´ dans l’introduction, a` savoir :
γ(A) = α(A).
Rappelons que par ce qui pre´ce`de, il suffit de montrer que
|H | ≪ [K(H) : K]α(A)
pour H ⊂ A[ℓ∞] de la forme ∏ni=1Hnii avec Hi ⊂ Ei[ℓ∞] ; et ce pour tout premier ℓ.
Nous fixons dans la suite un nombre premier ℓ.
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7.1 La proprie´te´ µ pour les courbes elliptiques
Soit E/K une courbe elliptique de´finie sur un corps de nombres K. Soit H ⊂ E[ℓ∞] un sous-
groupe fini du groupe des points de ℓ∞-torsion de E sur K. Le groupe H est isomorphe au produit
Z/ℓmZ× Z/ℓnZ avec 0 ≤ m ≤ n.
Proposition 7.1 La courbe elliptique E ve´rifie la proprie´te´ µ. Pre´cise´ment, avec les notations
pre´ce´dentes, on a
[K (µℓ∞) ∩K(H) : K (µℓm)] = O(1).
et en particulier :
[K (µℓ∞) ∩K(H) : K]≫≪ ℓm.
Notons de´ja` que la deuxie`me formule de´coule de la premie`re car pour tout entier r ≥ 0, l’extension
K(µℓr)/K est abe´lienne de degre´ φ(ℓ
r) ≫≪ ℓr. Commenc¸ons par introduire une de´finition dans
le cas CM.
De´finition 7.2 Soit E/K une courbe elliptique a` multiplication complexe, et soit ℓ un nombre
premier. Notons K0 le corps quadratique imaginaire de multiplication complexe. Nous dirons que
E/K est de´ploye´e en ℓ si le tore de Mumford-Tate MT(E) (qui n’est, dans ce cas, autre que
ResK0/Q(Gm,K0) restriction des scalaires de K0 a` Q) est tel que MT(E) ×Q Qℓ est isomorphe au
produit G2m,Qℓ . Dans le cas contraire nous dirons que E/K n’est pas de´ploye´e en ℓ.
Dans le cas sans multiplication complexe (et dans le cas CM de´ploye´) la preuve de la proposition 7.1
repose sur un petit lemme de groupes. Le cas CM non-de´ploye´ se traite diffe´remment. Commenc¸ons
donc par ce dernier cas :
Preuve de la proposition 7.1 dans le cas CM non-de´ploye´ : On suppose ici que la courbe
elliptique E est de type CM et non-de´ploye´e en ℓ, au sens de la de´finition 7.1. Dans ce cas la
repre´sentation naturelle ρQℓ : MT(E)(Qℓ) → Aut(Vℓ) est irre´ductible. Le paragraphe 7.1 (propo-
sition 7.4) de [18] nous indique alors que E[ℓm] est inclus dans H et d’indice fini c0 (ne de´pendant
que de E/K et pas de H ,ℓ, m) dans H . On a donc la se´rie d’inclusions
K ⊂ K (µℓm) = K (E[ℓm]) ∩K (µℓ∞) ⊂ K(H) ∩K (µℓ∞) ⊂ K(E[c0ℓm]) ∩K (µℓ∞) = K (µℓm)
La premie`re e´galite´ ainsi que la dernie`re e´tant des e´galite´s a` indice fini pre`s, au sens de la convention
du paragraphe 6. Elles de´coulent du paragraphe 6.2 indiquant pre´cise´ment que la proprie´te´ µ
est valable pour H = A[ℓm] pour toute varie´te´ abe´lienne A/K et de´terminant l’exposant m
correspondant. 
Passons au cas des courbes elliptiques sans multiplication complexe. De´finissons les sous-groupes
suivants de GL2(Zℓ).
Gm,n :=
{(
a b
c d
)
| a− 1 ≡ c ≡ 0 mod ℓm, b ≡ d− 1 ≡ 0 mod ℓn
}
Γ := SL2(Zℓ) et Γm := {U ∈ GL2(Zℓ) | det(U) ≡ 1 mod ℓm} .
Nous utiliserons le lemme suivant :
Lemme 7.3 Si m ≤ n, on a l’e´galite´ Gm,n · Γ = Γm.
De´monstration : Soit M =
(
a b
c d
)
∈ GL2(Zℓ) telle que det(M) = ad − bc = 1 mod ℓm. La
matrice
(
det(M)−1 0
0 1
)
M est dans SL2(Zℓ). 
16
Preuve de la proposition 7.1 dans le cas sans multiplication complexe : C’est une
conse´quence du lemme pre´ce´dent et des re´sultats connus sur les groupes de Galois des points de
ℓ∞-torsion des courbes elliptiques sans multiplication complexe. Notons
G1 = Gal (K (E [ℓ
∞]) /K (µℓ∞)) et GH = Gal (K (E [ℓ
∞]) /K(H)) .
Commenc¸ons par rappeler un re´sultat de Serre sur la conjecture de Mumford-Tate. Notons Gℓ :=
ρℓ(GK) l’image du groupe de Galois GK par la repre´sentation ℓ-adique ρℓ : GK → Aut(Tℓ(E))
donne´e par l’action de Galois sur les points de E[ℓ∞]. La courbe E/K e´tant sans multiplication
complexe, on sait (d’apre`s le the´ore`me 3 et son corollaire 1 de [21] p. 299–300) que pour presque
tout premier ℓ, on a
Gℓ = GL2(Zℓ).
Ainsi au vu de ce que l’on veut montrer, on peut supposer que Gℓ = GL2(Zℓ). Le groupe H est
de la forme
H = 〈P1〉 ⊕ 〈P2〉 ≃ Z/ℓmZ× Z/ℓnZ.
Par ailleurs, le groupe de Galois associe´, GH , tel que [Gℓ : GH ] = [K(H) : K] est de´fini par
GH = {σ ∈ Gℓ / σH = IdH} .
On se donne une base de Tℓ(E), {P̂1, P̂2} telle que P1 = P̂1 mod ℓm et P2 = P̂2 mod ℓn. On a
ainsi l’identification
GH =
{
σ ∈ GL2(Zℓ) |σP̂1 = P̂1 mod ℓm, et σP̂2 = P̂2 mod ℓn
}
.
On peut encore re´e´crire ceci sous la forme
GH =
{(
a b
c d
)
∈ GL2(Zℓ) / a− 1 = c = 0 mod ℓm et b = d− 1 = 0 mod ℓn
}
= Gm,n.
Par ailleurs, comme le groupe de Mumford-Tate ve´rifie MT(E) = Gm · Hdg(E), on a : G1 ⊂
SL2(Zℓ), et cette inclusion est de plus de conoyau de cardinal majore´ inde´pendamment de ℓ (il
s’agit du corollaire 2 p. 300 de [21]). Notons K1 = K(µℓ∞), K2 = K(H) et L = K(E[ℓ
∞]).
L’extension L/K est galoisienne, donc les extensions L/Ki aussi, de groupe de Galois Gi pour
i ∈ {1, 2}. Ainsi on a
Gal(L/K1 ∩K2) = G1 ·GH ⊂ Γm := {M ∈ GL2(Zℓ) | detM = 1 mod ℓm} .
Le lemme 7.3 pre´ce´dent nous assure que cette inclusion est de conoyau fini borne´ inde´pendamment
de ℓ. On en de´duit que [K1∩K2 : K(µℓm)] est borne´ inde´pendamment de ℓ. Ceci conclut la preuve
dans ce cas. 
Preuve de la proposition 7.1 dans le cas CM de´ploye´ : il nous reste a` traiter le cas ou`
E a multiplication complexe et ou` ℓ est tel que le groupe de Mumford-Tate est de´ploye´ sur Qℓ,
donc isomorphe a` G2m,Qℓ . Dans ce cas, le the´ore`me 2.9 indique que Gℓ est ouvert, d’indice fini
dans Z×ℓ ×Z×ℓ plonge´ diagonalement dans GL2(Zℓ). Le groupe GH est donc (a` indice fini pre`s) le
groupe {(
a 0
0 d
)
∈ GL2(Zℓ) | a = 1 mod ℓm et d = 1 mod ℓn
}
.
Avec les meˆmes notations que ci-dessus, on a G1 ⊂
{(
a 0
0 a−1
)
∈ GL2(Zℓ) | a ∈ Z×ℓ
}
, et cette
inclusion est de conoyau de cardinal majore´ inde´pendamment de ℓ. De plus,
Gal(L/K1 ∩K2) = G1 ·GH ⊂ Γm :=
{(
a 0
0 d
)
∈ GL2(Zℓ) | ad = 1 mod ℓm
}
.
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L’e´quivalent du lemme de groupes pre´ce´dent est ici le suivant : si M =
(
a 0
0 d
)
est telle que
ad = 1 mod ℓm, alors en la multipliant par la matrice
(
a−1 0
0 a
)
on obtient la matrice
(
1 0
0 ad
)
avec ad = 1 mod ℓm. Ceci montre que [K(µℓ∞)∩K(H) : K(µℓm)] est borne´ inde´pendamment de
ℓ.
Ceci conclut la preuve. 
7.2 Combinatoire
Revenons a` notre situation initiale : soit A =
∏n
i=1 E
ni
i produit de courbes elliptiques, les Ei e´tant
deux a` deux non-isoge`nes, et soit pour tout i des sous-groupes Hi ⊂ Ei[ℓ∞] finis. Rappelons que
par le the´ore`me 2.10 et le lemme 2.4, on sait que Ared :=
∏n
i=1Ei ve´rifie les hypothe`ses de la
proposition 6.2. Donc Ared et A ve´rifient e´galement la conclusion de la proposition 6.2. De plus
par la proposition 7.1, chacune des Ei ve´rifie la proprie´te´ µ. Finalement ceci prouve que la varie´te´
abe´lienne A est justiciable du corollaire 6.7 que nous utiliserons librement dans la suite.
Il conviendra de distinguer selon que la courbe elliptique Ei est ou non de type CM. Quitte a`
renume´roter les Ei, on peut e´crire A sous la forme
A = B × C avec B =
m∏
i=1
Bvii et C =
n∏
i=1
Cuii .
Les Bi sont des courbes elliptiques avec multiplication complexe et les Ci sont des courbes ellip-
tiques sans multiplication complexe. Ces courbes sont deux a` deux non-isoge`nes. Les ui et vi sont
dans N− {0} et n et m sont des entiers positifs ou nuls. On se donne un groupe H ⊂ A[ℓ∞] de la
forme
H = HB ×HC , ou` HB =
m∏
i=1
HviB,i, et ou` HC =
n∏
i=1
HuiC,i
avec, quitte a` renume´roter,
∀i ∈ {1, . . . , n} HC,i ≃ Z/ℓciZ× Z/ℓci+nZ et 0 ≤ ci ≤ ci+n et c1 ≤ . . . ≤ cn,
et
∀i ∈ {1, . . . ,m} HB,i ≃ Z/ℓbiZ× Z/ℓbi+mZ et 0 ≤ bi ≤ bi+n et b1 ≤ . . . ≤ bm.
En notant logℓ le logarithme en base ℓ, on a donc
logℓ |H | =
n∑
i=1
(ci + ci+n)ui +
m∑
i=1
(bi + bi+m)vi. (8)
Par ailleurs la proposition 7.1 dit alors que pour tout i ∈ {1, . . . ,m} (resp. tout j ∈ {1, . . . , n}),
on a K(HB,i) ∩K (µℓ∞) = K (µℓbi ) a` indice fini pre`s (resp. K(HC,j) ∩K (µℓ∞) = K (µℓcj )) et on
a donc des quasi-e´galite´s du type :
[K(HB,i) ∩K (µℓ∞) : K]≫≪ [K(µℓbi ) : K]≫≪ ℓbi .
Introduisons de plus la notation
β = min{cn, bm} si m et n sont non nuls, et β = 0 si m ou n est nul.
En appliquant le corollaire 6.7 nous obtenons ainsi
[K(H) : K]≫≪
 m∏
i=1
[K(HB,i) : K]
n∏
j=1
[K(HC,j) : K]
 ℓ−Pm−1i=1 bi−Pn−1j=1 cj−β . (9)
Par ailleurs, en utilisant les re´sultats de [18] pour les courbes elliptiques sans CM et pour les
courbes elliptiques avec CM, on a :
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1. pour tout i, logℓ[K(HC,i) : K] ≥ 2(ci + ci+n) +O(1).
2. pour tout i, logℓ[K(HB,i) : K] ≥ bi + bi+n + O(1) (dans [18] ceci est prouve´ si HB,i est
galoisien mais on a vu dans la re´duction du paragraphe 4.3 que ceci entraˆıne l’ine´galite´ dans
le cas ge´ne´ral).
En utilisant ceci, ainsi que l’encadrement (9) on obtient
logℓ ([K(H) : K]) =
n∑
i=1
logℓ[K(HC,i) : K] +
m∑
i=1
logℓ[K(HB,i) : K]−
n−1∑
i=1
ci −
m−1∑
i=1
bi − β +O(1)
≥ 2
n∑
i=1
(ci + ci+n)−
n−1∑
i=1
ci +
m∑
i=1
(bi + bi+m)−
m−1∑
i=1
bi − β +O(1)
≥ cn +
n∑
i=1
ci + 2
n∑
i=1
ci+n +
m∑
i=1
bi+m + bm − β +O(1).
Introduisons la notation
m(A) := max
{ ∑n
i=1(ci + ci+n)ui +
∑m
i=1(bi + bi+m)vi
cn +
∑n
i=1 ci + 2
∑n
i=1 ci+n +
∑m
i=1 bi+m + bm − β
}
,
le max portant sur les conditions 0 ≤ bi ≤ bi+m, 0 ≤ ci ≤ ci+n, b1 ≤ . . . ≤ bm, c1 ≤ . . . ≤ cn.
Finalement la preuve du the´ore`me 1.6 se rame`ne a` la proposition combinatoire suivante :
Proposition 7.4 α(A) ≥ m(A).
De´monstration : Nous allons distinguer 3 cas, selon que n = 0 ou m = 0 ou n,m ≥ 1.
1. Commenc¸ons pas le cas ou` l’on suppose m = 0, i.e. A est un produit de courbes elliptiques sans
CM (et donc β = 0). On a
α(A) = max
∅6=I⊂{1,...,n}
2
∑
i∈I ci
dimMT
(∏
i∈I E
ui
i
) .
Or par les rappels sur le groupe de Mumford-Tate (lemmes 2.2 et 2.4), on a
dimMT(
∏
i∈I
Euii ) = dimMT(
∏
i∈I
Ei) = 1 + dimHdg(
∏
i∈I
Ei) = 1 +
∑
i∈I
dimHdg(Ei) = 1 + 3|I|.
(La dernie`re e´galite´ vient de ce que MT(A) = GL2 dans le cas sans multiplication complexe, donc
dimHdg(A) = 3). Finalement on a
α(A) = max
∅6=I⊂{1,...,n}
2
∑
i∈I ui
1 + 3|I| ≥ max1≤i≤n
ui
2
. (10)
Nous pouvons maintenant passer a` la preuve de l’ine´galite´ α(A) ≥ m(A) proprement dite. Celle-ci
est e´quivalente a` montrer que
n−1∑
i=1
ci(ui − α(A)) ≤ cn(2α(A) − un) +
n∑
i=1
ci+n(2α(A) − ui). (11)
Or on a
n−1∑
i=1
ci(ui − α(A)) ≤
∑
i∈I
ci(ui − α(A)) avec I = {i ≤ n− 1 | ui − α(A) ≥ 0}.
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De plus, comme 2α(A)− ui ≥ 0 et ci+n ≥ ci, on a
cn(2α(A)− un) +
n∑
i=1
ci+n(2α(A)− ui) ≥ cn(4α(A)− 2un) +
n−1∑
i=1
ci(2α(A)− ui)
≥ cn(4α(A)− 2un) +
∑
i∈I
ci(2α(A)− ui).
Donc pour prouver (11), il suffit de montrer que∑
i∈I
ci(ui − α(A)) ≤ cn(4α(A) − 2un) +
∑
i∈I
ci(2α(A) − ui),
autrement dit que ∑
i∈I
ci(2ui − 3α(A)) ≤ cn(4α(A)− 2un).
Mais on a e´galement∑
i∈I
ci(2ui − 3α(A)) ≤
∑
i∈I′
ci(2ui − 3α(A)) ou` I ′ = {i ∈ I |2ui − 3α(A) > 0}.
Ainsi il suffit, pour prouver (11), de montrer que∑
i∈I′
ci(2ui − 3α(A)) ≤ cn(4α(A) − 2un).
Mais
∑
i∈I′ ci(2ui − 3α(A)) ≤
∑
i∈I′ cn(2ui − 3α(A)), donc il nous reste a` montrer que
2
∑
i∈I′∪{n}
ui ≤ 4α(A) + 3|I ′|α(A) = (3|I ′ ∪ {n}|+ 1)α(A).
Ceci est vrai comme le montre (10) avec l’ensemble I ′ ∪ {n}.
2. Supposons maintenant que n = 0, i.e. que A est un produit de courbes elliptiques ayant
multiplication complexe (et donc avec β = 0). On a
α(A) = max
∅6=I⊂{1,...,m}
2
∑
i∈I bi
dimMT
(∏
i∈I E
vi
i
) .
Le meˆme calcul qu’a` l’e´tape 1. (en utilisant que pour une courbe elliptique CM, le groupe MT(E)
est de dimension 2) donne cette fois
α(A) = max
∅6=I⊂{1,...,m}
2
∑
i∈I vi
1 + |I| ≥ max1≤i≤m vi. (12)
Nous pouvons maintenant passer a` la preuve de l’ine´galite´ α(A) ≥ m(A) proprement dite. Celle-ci
est e´quivalente a` montrer que
m∑
i=1
(bi + bi+m)vi ≤ α(A)bm + α(A)
m∑
i=1
bi+m
autrement dit a`
m∑
i=1
bivi ≤ α(A)bm +
m∑
i=1
bi+m(α(A) − vi). (13)
Comme bi+m ≥ bi et comme α(A)−vi ≥ 0 on a
∑m
i=1 bi+m(α(A)−vi) ≥
∑m
i=1 bi(α(A)−vi), donc
pour prouver (13), il suffit de montrer que
m−1∑
i=1
bi(2vi − α(A)) ≤ 2(α(A)− vm)bm.
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En introduisant comme auparavant l’ensemble I = {i ≤ m − 1 | 2vi − α(A) ≥ 0}, et en utilisant
que bi ≤ bm, on voit qu’il suffit de montrer que
2vm + 2
∑
∈I
vi ≤ α(A) (|I|+ 2) .
En conside´rant l’ensemble I ∪ {m} on constate avec (12) que cette dernie`re relation est vraie.
3. Il nous reste maintenant le cas ou` m et n sont non-nuls. La` encore c’est le meˆme type de calcul
qui va permettre de conclure. Cette fois on a la formule
α(A) = max
I,J, ∅6=I∪J
2
∑
i∈I ui + 2
∑
j∈J vj
3|I|+ |J |+ 1 ≥ max{ max1≤i≤n
ui
2
; max
1≤i≤m
vi}. (14)
L’ine´galite´ a` de´montrer est la suivante :
n∑
i=1
(ci+ci+n)ui+
m∑
i=1
(bi+bi+m)vi ≤ α(A)
[
n∑
i=1
ci + 2
n∑
i=1
ci+n +
m∑
i=1
bi+m + (cn + bm − β)
]
. (15)
Comme pre´ce´demment, en utilisant que α(A) − vi ≥ 0 et que bi+m ≥ bi, on voit qu’il suffit de
montrer que
n∑
i=1
ciui +
m∑
i=1
bivi ≤ α(A)
n∑
i=1
ci + (2α(A)− ui)
n∑
i=1
ci+n + (α(A)− vi)
m∑
i=1
bi + α(A)(cn + bm − β).
De meˆme, en utilisant que 2α(A)− ui ≥ 0 et que ci+n ≥ ci, il suffit de montrer que
n−1∑
i=1
(2ui − 3α(A))ci +
m−1∑
j=1
(2vj − α(A))bj ≤ cn(4α(A) − 2un) + bm(2α(A)− 2vm)− βα(A).
Introduisons les ensembles I ′ = {i ≤ n−1 | 2ui−3α(A) ≥ 0} et J ′ = {j ≤ m−1 | 2vj−α(A) ≥ 0}.
Il suffit, pour prouver (15), de montrer que∑
i∈I′
(2ui − 3α(A))cn +
∑
j∈J′
(2(vj − α(A))bm ≤ cn(4α(A)− 2un) + bm(2α(A) − 2vm)− βα(A).
En posant I = I ′ ∪ {n} et J = J ′ ∪ {m}, ceci revient a` prouver que(∑
i∈I
2ui
)
cn +
∑
j∈J
2vj
 bm ≤ (4α(A) + 3α(A)|I ′|)cn + (2α(A) + α(A)|J ′|)bm − α(A)β
≤ α(A) ((3|I|+ 1)cn + (|J |+ 1)bm − β) .
Si β := min{bm, cn} = bm, i.e. si bm ≤ cn, alors il nous reste a` montrer que(∑
i∈I
2ui
)
cn +
∑
j∈J
2vj
 bm ≤ α(A) [(3|I|+ 1)cn + |J |)bm] .
Ceci peut se re´e´crire sous la forme∑
j∈J
2vj − |J |α(A)
 bm ≤ ((3|I|+ 1)α(A) − 2∑
i∈I
ui
)
cn.
Comme (3|I|+ 1)α(A)−∑i∈I 2ui ≥ 0 et comme bm ≤ cn, on voit qu’il suffit de montrer que∑
j∈J
2vj − |J |α(A)
 bm ≤ ((3|I|+ 1)α(A) − 2∑
i∈I
ui
)
bm.
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ceci est entraine´ par
2
∑
j∈J
vj + 2
∑
i∈I
ui ≤ (|J |+ 3|I|+ 1)α(A).
Or l’ine´galite´ (14) nous dit pre´cise´ment que ceci est vrai.
Le cas ou` β = cn se traite exactement de la meˆme fac¸on. Ceci termine la preuve de la proposition
7.4 et donc du the´ore`me 1.6. 
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